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RESUMO

O desenvolvimento de ferramentas computacionais para analise de estruturas tem solucionado
problemas estruturais. Todavia, devido a limitagdes existentes para usuarios que nao possuam a licenga
completa ou simplesmente a ferramenta ndo possui determinada funcao, as analises podem se restringir
a modelos tedricos mais limitados que nao considerem fendomenos da agdo de temperatura em
estruturas. Sendo assim, este trabalho propde o desenvolvimento de um cddigo computacional gratuito
e educacional capaz de calcular deslocamentos e esforcos solicitantes em porticos tridimensionais
submetidos a variagdo uniforme de temperatura. Este codigo foi implementado na linguagem Python
na plataforma Visual Codes. O c6digo possui quatro processos para sua cria¢ao, o primeiro sendo a
revisdo bibliografica, o segundo a construgdo do codigo, o terceiro realizar o teste para verificar a
funcionalidade e por fim comparar os resultados com exemplos da literatura. Foi desenvolvido o
codigo que cumpriu os objetivos estabelecidos neste trabalho, uma ferramenta educacional gratuita
para o calculo de porticos tridimensionais com influéncia de temperatura uniforme, tendo quatro
validagdes para o mesmo, sendo a primeira mais simples, uma barra engastada no eixo X com
deslocamento somente nesse eixo, o segundo um grupo de materiais com deslocamento apenas no eixo
X, o terceiro um portico em duas dimensdes, sendo X e Y com temperatura uniforme em uma barra e
a ultima mais complexa, um portico tridimensional composto de 4 pilares e 4 vigas com adigdo de
temperatura uniforme na parte superior da estrutura. Os resultados foram compativeis com os obtidos
na literatura.

Palavras-chave: Anélise Matricial. Dilatacao Térmica. Método da Rigidez. Portico Tridimensional.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento tecnoldgico trouxe avango em todas as areas do conhecimento, auxiliando
os seres humanos em suas tarefas, com a Engenharia Civil ndo foi diferente. Atualmente, ¢
praticamente impossivel executar um projeto de construgdo sem a ajuda de algum software, gerando
facilidades que vao desde uma planilha do Excel até programas que sao capazes de executar desenhos,
calculos, representacdes e simulagdes, facilitando o trabalho de engenheiros, tais como: o AutoCAD
que ¢ um dos softwares do tipo CAD mais conhecido do mundo, o Revit é baseado na tecnologia BIM,
ao contrario do AutoCAD, o SketchUp, TQS ¢ um software do tipo CAD, produzido por brasileiros,
voltado para o projeto de estruturas em concreto armado, em alvenaria estrutural, entre outros.

Para compreender o comportamento das estruturas em cada tipo de edificagdo, faz-se
necessario a utilizacdo de “softwares” de calculos pelo método dos elementos finitos e ensaios reais
nas mais adversas condi¢cdes e conhecer os aspectos que influenciam as estruturas em altas
temperaturas destacando-se a redugdo da resisténcia mecanica ¢ o modulo de elasticidade dos
elementos estruturais da edificacdo, conduzindo a deformagdes adicionais, podendo levar a estrutura
ao colapso. Porém, para ter acesso a essas ferramentas, geralmente, deve-se comprar suas licencas de
usos, que em muitos casos possuem um custo elevado para os iniciantes, havendo necessidade de
recorrer a outros softwares mais acessiveis.

Uma opgao de ferramenta ¢ o Python, de codigo livre (open source) disponibilizado em
diversas plataformas, criado em 1991 (sua primeira versao) pelo holandés Guido Van Rossum, ¢ uma
linguagem de fécil interpretacdo que exige mais da maquina e menos do programador sendo, portanto,
uma linguagem facilmente legivel, que ndo prioriza a velocidade de execugdo, essa linguagem ¢
amplamente utilizada devido ao vasto nimero de bibliotecas gratuitas disponiveis, que possibilitam
uma infinidade realizagdes, onde € possivel utiliza-la para compilar uma analise matricial da estrutura
desejada, que sera no caso de um portico espacial. De acordo com Kassimali (2015), a analise matricial
¢ a previsdo dos resultados de agdes sobre uma estrutura, essas agdes podem ser cargas e/ou efeitos
externos, como movimentagao dos apoios ou alteracdo de temperatura.

A anélise estrutural ¢ parte essencial ao projeto estrutural, segundo Martha (2017), “tem como
objetivo a concepcdo de uma estrutura que atenda a todas as necessidades para as quais ela sera
construida”. Para tanto, ha de se conhecer tanto as acdes atuantes sobre a mesma, como seu
comportamento que, de modo geral, pode ser expresso por seus esforgos solicitantes e deslocamentos

As metodologias que utilizam linguagem de programacao possuem a capacidade de gerar
resultados que condizem com a realidade com bastante fidelidade. Além disso, possuem seguranca,
pois estdo em um ambiente virtual, possibilitando testes diversos e novas abordagens, garantindo uma

grande variedade de arranjos.
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Este trabalho tem como finalidade a compreensdao do comportamento estrutural de poértico
espacial metalicos com variacdo uniforme de temperatura, gerando como resultado deslocamento,
esfor¢os e reacdes devido a variacdo, restringido apenas a variacdo uniforme de temperatura, assim
como a elaboragdo de um codigo open source na linguagem Python, proporcionando maior
conhecimento no uso de linguagens computacionais, podendo ser uma ferramenta educacional no
processo de ensino e aprendizagem para académicos do Curso de Engenharia Civil, onde sua
abordagem deve ser contextualizada e clara, servindo também para avaliar os efeitos da temperatura
em porticos tridimensionais gerando deformagdes, alterando as estruturas internas, assim como

esfor¢os solicitantes e reacdes de apoio.

2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 PORTICO

Os porticos sdo estruturas planas lineares e coplanares formadas pela associacdo de barras retas
articuladas entre si e ndo concorrentes com cargas ativas e reativas. Sao resultados da associagdo entre
pilares e vigas de estruturas macigas ou ocas. Os porticos, juntamente com os elementos portantes
secundarios, formam o esqueleto resistente do sistema construtivo, no qual sdo fixados os elementos
de cobertura e fechamento lateral. A unido destes elementos ¢ normalmente considerada pelos
projetistas como ligagdes perfeitamente rigidas ou ligagdes perfeitamente articuladas. (Soares; Hanai,

2001).

Figura 1 - Porticos in natura.
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Fonte: Fachini Engenharia Civil

Kimura (2018), define como portico espacial um modelo tridimensional no qual compreende a
estrutura na totalidade, sem restricoes no posicionamento dos nos e direcionamento das barras,
permitindo, dessa forma, a aplicagdo concomitante de agdes verticais e horizontais. Assim, este modelo
estrutural traduz o tipo mais comum de estruturas reticuladas, haja vista que representam todos os
pilares e vigas presentes em um edificio, 0 que permite uma avaliagdo completa e eficiente do

comportamento global da estrutura.
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Os porticos estao sujeitos a esforcos de compressao, tracao, flexao, tor¢ao e cisalhamento. Os
carregamentos e esfor¢os aplicados no portico podem variar conforme a posi¢do das barras e
carregamentos. E na verificagdo de sua estabilidade ¢ considerado para cada barra os seguintes
esfor¢os: Forga Normal (N), Forca Cortante (V) e Momento Fletor (M). Um portico estavel possui

todas as barras estaveis em relacao aos trés esforgos.

2.2 EFEITOS DE TEMPERATURA

Azkune, Puente e Insausti (2007), definem a variagdo da temperatura ambiente como o fator-
chave para a redistribui¢ao de tensdes na estrutura, principalmente durante a construcao. Devido a
interagdo com as condi¢des climaticas do ambiente, a temperatura do concreto fresco sofre grande
reducdo e seu volume diminui, isto €, a pega se contrai, originando tensdes térmicas que irdo traciona-
la, gerando fissuragdo de origem térmica (Santos, 2012).

Estas variagdes podem ser uniformes ou até mesmo apresentar gradientes térmicos e,
consequentemente, os elementos reticulados de uma estrutura podem estar sujeitos a variagdes de
temperatura distintas para suas faces superior e inferior (Martha, 2017).

Em situa¢des mais criticas as estruturas de concreto podem ser submetidas acidentalmente a
altas temperaturas ou estas podem compor parte de suas condi¢des usuais de trabalho. Para a maioria
dos materiais estruturais, a deformacao térmica € proporcional a diferenca de temperatura (Gere, 2003;
Hibbeler, 2004).

A resisténcia do concreto quando submetido a temperaturas consideraveis ocorre devido as
caracteristicas térmicas dos materiais que o compde, dentre as quais se destaca coeficiente de dilatagao,
dentre outros. Porém, o aumento da temperatura nos elementos de concreto provoca redu¢do no
moédulo de elasticidade e na resisténcia caracteristicas de seus materiais constituintes, havendo
prejuizos na rigidez do elemento. Esses efeitos térmicos estdo associados a dilatagdo térmica e a
degradacao das propriedades mecanicas devido ao aumento da temperatura (Rigobello, 2011).

Uma solugdo para esses problemas ¢ realizar uma operacado matematica que leva em conta o
material da estrutura e a variagdo de temperatura, mais conhecida como dilatagdo térmica linear que

consiste na seguinte formula:

AL= L;-a-AT Equacéo (1)

Onde:
AL = Variag¢ao de comprimento
Li = Comprimento inicial
a = Coeficiente de dilatagcao do material

AT = Variagao de temperatura.

\
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Em casos em que nao ha aplicacdo de forga, se torna necessario fazer a deducao que relaciona

a deformacao pela for¢ca com a temperatura, ficando da seguinte forma:

8 = dar
FXL

—=a X AT X L
ExA

F=aXxAT XE XA

2.3 ANALISE MATRICIAL

Com os avangos na tecnologia estrutural, tem-se cada vez mais a exigéncia de maior rapidez
na analise e precisdo nos sistemas estruturais, devido a necessidade de demonstrar seguranca estrutural,
com isso, houve uma necessidade de desenvolver métodos mais precisos de analise, uma vez que os
métodos convencionais sao satisfatorios quando utilizados em estruturas simples, mais quando
aplicados em estruturas complexas ja4 ndo sdo mais satisfatorios, havendo a necessidades de novos
métodos que estabelecem com maior precisao quaisquer modificagdes estruturais que possa ocorrer no
projeto.

Os métodos matriciais, atende tanto a exigéncia de velocidade, quando a precisdo de analise
para estruturas complexas, onde o computador digital ¢ utilizado ndo apenas para a solucdo de
equacdes simultaneas, mas também para todo o processo de analise estrutural, desde os dados iniciais
de entrada até a saida final, que representa distribui¢des de tensdes e forcas, deflexdes, coeficientes de
influéncia, caracteristicas frequéncias fisicas e formas modais.

Os métodos matriciais baseiam-se no conceito de substituicdo da estrutura continua real por
um modelo matematico composto por elementos estruturais de tamanho finito (também chamados de
elementos discretos) com propriedades eldsticas e inerciais conhecidas que podem ser expressas em
forma de matriz. As matrizes que representam essas propriedades sdo consideradas blocos de
constru¢do que, quando encaixados de acordo com um conjunto de regras derivadas da teoria da
elasticidade, fornecem as propriedades estaticas e dinamicas do sistema estrutural real. Nos métodos
matriciais as particulas sdo de tamanho finito e tem uma forma especificada. Essas particulas de
tamanho finito sdo chamadas de elementos estruturais, e eles sdo especificados de forma um tanto
arbitraria pelo analista no processo de definicio do modelo matematico da estrutura continua. As
propriedades de cada elemento sdo calculadas, utilizando a teoria da continuidade meio eléstico,
enquanto a analise de toda a estrutura ¢ realizada para a montagem dos elementos estruturais
individuais. Quando o tamanho dos elementos diminui, o comportamento deformacional do modelo
matematico converge ao da estrutura continua (Przemienicki,1968).

A principal func¢do de qualquer estrutura ¢ suportar e transferir cargas aplicadas externamente
aos pontos de reacdo e, a0 mesmo tempo, estar sujeita a algumas restricdes especificas € a uma

distribuicao de temperatura conhecida. Na engenharia civil, os pontos de reacao sao aqueles pontos da
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estrutura que estao fixados a uma fundagao rigida. O projetista de estruturas estd, portanto, preocupado
principalmente com a analise de configuragdes estruturais conhecidas que estao sujeitas a distribuigdes
conhecidas de cargas, deslocamentos e temperaturas estaticas ou dindmicas. Do seu ponto de vista,
entretanto, o que € realmente necessario ndo € a analise, mas a sintese estrutural que conduza ao projeto
mais eficiente (projeto 6timo) para a carga e temperatura ambiente especificadas. Consequentemente,
o objetivo final do projeto estrutural ndo deve ser a analise de uma determinada configuragao estrutural,
mas a geragdo automatizada de uma estrutura, ou seja, a sintese estrutural com seus esforcos,
deslocamentos e reagdes, que satisfara os critérios de projeto especificados.

De acordo com Przemienicki (1968), os métodos de analise estrutural podem ser divididos em
dois grupos: métodos analiticos e métodos numéricos. As limitagdes impostas pelos métodos analiticos
sdo bem conhecidas. Somente em casos especiais sdo possiveis solugdes de forma fechada. Solugdes
aproximadas podem ser encontradas para algumas configuragdes estruturais simples, mas, em geral,
para estruturas complexas métodos analiticos nao podem ser usados, € métodos numéricos devem ser
invariavelmente empregados. Os métodos numéricos de analise estrutural podem ser subdivididos em
dois tipos, (1) solugdes numéricas de equagdes diferenciais para deslocamentos ou tensdes e (2)
métodos matriciais baseados na idealizacdo de elementos discretos.

Dois métodos matriciais complementares de formulagdo de qualquer problema estrutural sao
possiveis: o método dos deslocamentos (método da rigidez), onde os deslocamentos sdo escolhidos
como incognitas, € o método das forcas (método da flexibilidade), onde as forgas sao desconhecidas.
Em ambos os métodos, a analise pode ser pensada como uma combinagdo sistemdtica de elementos
estruturais individuais desmontados numa estrutura montada na qual as condi¢des de equilibrio e

combatibilidade sdo satisfatorias.

2.4 METODO DA RIGIDEZ

Apesar de haver outros métodos para a resolu¢do de andlises matriciais utilizando a
implementa¢do computacional, o método da Rigidez ¢ o mais utilizado devido sua capacidade de
aplicacdo de métodos numéricos para resolugao.

O método da rigidez se utiliza da superposi¢do de deslocamentos aplicados as condi¢des de
contorno que garantem o equilibrio da estrutura. Assim, a andlise estrutural na situacdo estatica
apresenta-se como um problema de contorno que deve satisfazer o equilibrio da estrutura analisada
(Martha, 2017).

A aplicacdo desse método exige que a estrutura seja dividida em partes, segundo Hibbler “a
aplicacao do método da rigidez exige subdividir a estrutura em uma série de elementos finitos discretos
e identificar seus pontos extremos como n6s”. Em cada elemento temos nos iniciais e nos finais e cada

nd possui 6 graus de liberdade, como demonstra a imagem abaixo:

\
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Figura 2 — Elemento tridimensional e Graus de Liberdade.

Txi - Momento torsor inicial no eixo X Myf
Txf - Momento torsor final no eixo X
Nxi - Forca normal inicial no eixo X
Nxf - Forca normal final no eixo X

Vyi - Forga cortante inicial no eixo Y
Vyf - Forca cortante final no eixo Y
Myi - Momento fletor inicial no eixo Y
Myf - Momento fletor final no eixo Y
Mzi - Momento fletor inical no eixo Z
Mzf - Momento fletor final no eixo Z
Vzi - Forca cortante inicial no eixo Z
Vzf - Forca cortante final no eixo Z

Fonte: Autor

Como exemplo desse método, pega-se uma barra, como na imagem acima, onde temos seis
graus de liberdade ou deslocamentos nodais (u) que podem ser relacionados aos esfor¢cos nodais

externos (f) por meio de sua matriz de rigidez (k), assim obtém-se a seguinte equacao:

(f) = [k]- ) Equacéo (2)

Onde (k) ¢ a matriz de rigidez cuja fun¢ao ¢ estabelecer a relagao de compatibilidade
entre forgas e deslocamentos no elemento analisado. Como explicado anteriormente, no elemento tem-
se 6 graus iniciais e 6 graus, entao a matriz (k) ¢ formada por 12 colunas e 12 linhas (12x12).

J& os esforgos (f) refere-se ao movimento de translagdo no sentido e dire¢do do deslocamento,
haverd, entdo, uma forca f| correspondente ao esfor¢co normal. Desse modo, por meio das defini¢cdes
de tensdo em relacdo a for¢a de deformacao, e relacdo entre for¢a normal com o deslocamento axial

obtém-se a equacao.

EA
F, = (—) X Uy Equacdo (3)

Onde:
E = Modulo de elasticidade do material;
A = Area da secio transversal do elemento;

L = Comprimento.

Essa equacao pode sofrer variagdes devido as for¢as nodais, no final tem-se a matriz 12x12

que representa os deslocamentos ocorridos no elemento.
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utilizado a condi¢do de contorno no momento que for multiplicar as matrizes.

Figura 3 — Matriz de Rigidez para elemento de Portico Tridimensional.
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Fonte: Gere e Weaver Junior (1987)
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Para as reacdes de apoio e esforcos solicitantes, por exemplo, deve-se atentar que nao pode ser

2.5 MATRIZ DE ROTACAO

Na anélise estrutural, a matriz de rotacdo ¢ usada para transformar as propriedades locais de

rigidez e massa de elementos estruturais para o sistema de coordenadas global. Essa matriz ¢ obtida a

partir da utiliza¢do de seus cossenos diretores, levando-se em consideragdo as coordenadas globais de

seus nos inicial e final, de modo que, a transformacdo das solu¢des de uma barra em um sistema

tridimensional local para um global, ou seja, ela transforma coordenadas locais em globais, definida

como.:

Figura 4 — Matriz de rotagdo resumida

R3s 0

_ | 0 Ras
k= 0 0
0 0

0
0

R3x3

0

Fonte: Autor

0
0
0

R3x3
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Figura 5 — Matriz de rotag@o expandida
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Fonte: Autor

O Rix3 € formado por uma matriz 3x3 com as coordenadas do eixo X, Y ¢ Z da seguinte maneira:

Ry =-[ CX CY CZ
CyX CyY CzY
CzX CzY CzZ]

A matriz de rotagdo é composta por nove elementos, em que cada membro da matriz é obtido
através dos cossenos diretores do eixo de coordenadas locais em relacdo ao cixo de coordenadas
globais. A primeira linha da matriz representa os cossenos diretores do eixo x local, e pode ser analisado
usando as coordenadas globais das duas extremidades em que o membro ¢ fixado, como pode ser

observado nas equagoes:

CX =Cos0.X=(Xf-Xi)/ L
CY =Cos6,Y =(Yf-Yi) L
CZ =Cos0Z =(Zf —Zi)/ L

Onde, L ¢ o comprimento da barra € pode ser descrito da seguinte maneira:

L= J(Xf- Xi)®> + (Yf- Yi)? + (Zf- Zi)? Equagio (4)

2.6 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A tecnologia tem contribuido para melhores resolugdes e com mais agilidade em diversos
setores, inclusive na Engenharia Civil com novas plataformas, seja de calculos, desenhos, elaboragdes
de planilhas para or¢amentos, planejamento de obras, reunides entre outras, e a medida que ocorre o
avanco tecnologico estes softwares estdo cada vez mais sofisticados, tanto no mercado de trabalho,

como no ensino nas universidades.
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3. METODOLOGIA
3.1 LINGUAGEM PYTHON

Python ¢ uma linguagem voltada a projetos, facilitando o controle de estabilidade quando estes
comegam a tomar grandes proporgdes, porém Python possui uma versatilidade de aplicagoes.

A fim de cumprir os objetivos propostos, o trabalho foi desenvolvido mediante emprego dos
procedimentos metodoldgicos: em um primeiro momento foi realizada uma revisao bibliografica sobre
a analise matricial de estruturas de porticos tridimensionais e efeitos da temperatura nessas estruturas.
Em uma segunda etapa realizou-se uma pesquisa no intuito de se compreender as transformacdes
reciprocas entre coordenadas locais e coordenadas globais. Posteriormente adotou-se uma linguagem
de programacdo para implementacdo computacional de um programa capaz de determinar
deformacdes e esforgos solicitantes de portico tridimensional.

Desenvolveu-se um algoritmo contendo todas as etapas para a elabora¢do da matriz de rigidez
da estrutura, vetor de for¢as de temperatura, condigdes de contorno e pos-processamento. Na etapa
seguinte utilizou-se uma linguagem computacional open source (cddigo livre) Python na plataforma

Visual Code (Figura 6), sendo a linguagem mais eficaz para este projeto.

Figura 6 — Interface do Visual Code

 NSTALADO

NETastl ool

Visual Studio Code
Edic da

Cobe Runnir
un I

Debugge forFre
B o

. Dingo
T

Fonte: Autor.

E como tultima etapa, gerar um cddigo para inserir nas operacdes matematicas os valores de
variacdo de temperatura e executar o programa para gerar os valores e conferir sua veracidade.
O fluxograma abaixo demonstra todo processo realizado para a elaboracao do codigo em

Python.

\
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3.1.1 Estrutura Metodoldgica adotada.

Pesquisa na literatura

Fundamentacdo tedrica

Estudo da linguagem
utilizada

Elaboragdo do cddigo

Criagdo exemplos

Aplicagdo do cddigo

Comparagdo com a
literatura

Aferir a eficiéncia e
eficacia

Fonte: Autor.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para demonstrar eficacia do codigo foram resolvidos cinco exemplos, com caracteristicas

diferentes focados no efeito que a temperatura causa na barra de ago.

4.1 EXEMPLO 1

Uma barra de ago estd engastada em uma ponta e livre na outra. Essa barra esta submetida a

uma temperatura de 20 °C. Qual o deslocamento sofrido pela barra pelo efeito da temperatura?

Figura 7 — Barra engastada na origem.
4

Fonte: Autor

Onde podemos observar que: Comprimento (L): 4m  Mddulo de Young (E): 205x10°  Area
(A): 0,0lm?>  Coeficiente Térmico (a): 12x107°

\
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Para comegar, deve-se lembrar uma barra possui graus de liberdade que serdo influenciadas
pelas agdes na mesma. Sao no total 12 graus de liberdade, sendo 6 iniciais e 6 finais como demonstrado

na figura abaixo:

Figura 8 — Representacdo dos Graus de liberdade da barra

Fonte: Autor

Tendo como base os 12 graus de liberdade, tem-se a matriz de rigidez, uma matriz constituida

de 12 linhas € 12 colunas.

Figura 9 — Matriz de rigidez tridimensional

= 0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 W
L L
12E1, 6EI, -12El, 6El, |
0 - 0 0 - 0 - 0 0 0 -
I 12 % 'y ‘
12EI, -6EI, -12EI, -6EI,
0 0 L o0 —L o0 0 0o —rX o —rX o |
¥ I3 P I
Gl -Gl, ‘
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L L
—6EI, 4EI1, 6EI 2EI,
0 0 -~ 0 - 0 0 0 - 0 : 0
2 L L i
6EI, 4EI, ~6EI, 2EI,
0 - 0 0 0 - 0 0 0
12 L by L
= . 0 0 0 0 =t 0 0 0 0 0
L L
l -12El, -6EI, 12EI, -6EI,
| o - 0 0 - 2 0 :
L L L B
-12EI, 6EI, 12EI, 6l
0 0 —~ 0 —= 0 0 0 - 0o —= 0
L U L U
-Gl Gl,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L L
-6EI, 2El, 6El, 4EI,
0 0 ) 0 : 0 0 0 - 0 ) 0
| T L 12 L {
| 6EI, 2El, -6EI, 4El,
|0 — 0 0 0 & 0 = 0 0 0 -
L L= L

Fonte: Kassimali, 2012.

Primeiro passo ¢ descobrir a forga causada para gerar a deformagdo na barra, no caso ¢ a

variacao de temperatura, que causa a expansao da barra, que pode ser calculada da seguinte forma:

Education and Innovation: New Perspectives for Teaching
IMPLEMENTACAO COMPU TACIONAL DE ELEMENTO DE PORTICO TRIDIMENSIONAL
SUBMETIDO A VARIACAO DE TEMPERATURA UNIFORME



\

3 =0t
L@ x AT XL
ExA
F=aXxXAT XE X A
F = (12x107)x20x(205x10%)x00, 1
F =492 kN

Com a forca calculada, desenvolve-se a matriz para a solugdo do deslocamento utilizando a

equacao abaixo:

Kx {d}= {F} Equagdo (5)
Onde:
F =Forg¢a
K = Matriz de Rigidez
d = Deslocamento

Na matriz de rigidez, deve-se atentar que 6 graus de liberdade estdo engastados; por isso,

devem ser removidos da matriz, tornando-a em uma matriz de 6x6, entdo tem-se:

Matriz de rigidez apos a exclusdo das linhas e colunas nos graus engastados

% 0 0 0 0 0]

0 lif’ 0 0 0 ? d1 F1
_ 2| |F2

12E1 6EI

0 0 I 0 4= 0 x[dSL LJ

0 0 0 % 0 0 Z;‘ 5‘5*

0 0o =% 0o = o lggl lpe

o ¥ o o o =

[0 = |

Apds montar a equagdo, substituird os valores na forca e no deslocamento:

% 0 0 0 0 0]
0o 2 0o o o = rd1y 492
L L 0 0
0 0 125'1 0 —6ZEI 0 0 0
L L X _
0 0 0 % 0 0 0 0
0 0
—6EI 4E1
0 0 e 0 e 0 0 0
o %2 o o o X
L L L .

Deve-se realizar a multiplica¢do da matriz de rigidez com a matriz de deslocamento, obtém-se

o0 seguinte:
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O O O OO0

Por fim, iguala-se a for¢a com o deslocamento:

EA
492 = TX dl
492 x 4

Al = 5501 x 205 x 108

d1 =0,096m

Como observado, a barra deslocou 0,096m no sentido do eixo X. Com esse valor, basta utilizar
0 programa para comparar os valores, o resultado do programa coincidiu com os obtidos anteriormente,

como se observa na imagem abaixo.

Figura 10 — Resultado do exemplo 1 utilizando o codigo

.89 -8.

Vetor de deslocasentos por elemento I:l_l_liji_dj':}.'
([ e.
(8. ]
9. Inicial

[

[ @.
[ o
[

Final

Fonte: Autor

Como se pode observar na imagem acima, os resultados coincidiram, o valor de 0 no vetor
inicial demonstra que essa parte estd engastada, por isso s6 possui valor no X final, onde a estrutura

esta livre € positivo, pois o sinal estd de acordo com a orientagao do eixo.

4.2 EXEMPLO 2
Um grupo de materiais composto de aluminio, bronze e ago, estdo ajustados entre os apoios

fixos com a temperatura de 40°C. Determine o comprimento expandido gerado nos engastes

\
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Figura 11 — Grupo de materiais em contato
Aluminio

Bronze
I Aco

L r

0oOmm

m

200mm 100mm

\\x\\:’ LWL NY
wa

LILEE

Fonte: Autor

Dados:

Temperatura (T)=40 °C; o1=23.(10°) 1/°C; E;= 73.1GPa

Comprimento aluminio(L1)= 1.2m; d1=300mm; a; = 23.(10%) 1/°C; Ei=73.1GPa
Comprimento Bronze(L»)= 1.8m; d,=200mm; oz = 17.(10°) 1/°C; E»= 103GPa
Comprimento ago (L3)= 0.9m; d3=100mm o3 = 1.(10*) 1/°C; E3= 193GPa

a= (%)@ Equagdo (4)

Deve-se comecar transformando o esfor¢o gerado pela deformagao dos elementos em apenas

duas forgas, como mostra na figura abaixo:

Figura 12 — Esquema de forgas do grupo de materiais.

. : , N
N R

Fonte: Autor

Assim, tem-se a seguinte equacao de equilibrio de forgas:

YE,=0=F,—-F,=0=>F,=F, Equagio (6)

Apesar do elemento estar engastado, a obtengcdo do comprimento expandido ¢ necessaria para

identificar qual a for¢a que os engastes teriam que exercer para resistir a essa expansao:

6r=a, (AT) Ly +a,  (AT) "L, + a; - (AT) - Ly

§r=23-10"%-(20)-1,2+17-107%-(20)-1,8 +17-107°-(20)- 0,9
67 = 1,47mm

O resultado em modulo serve tanto para o engaste inicial quanto para o final, pois estdo sobre
a mesma temperatura e os materiais estao juntos. Assim, utilizando o programa para resolver, obtém-

se o seguinte resultado.
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Reacoes
[-1.45702488
a.

Inicio

(SRR R o

1.45702488
0.

Fim

[ ov B o B v

O resultado do programa foi um pouco diferente, podendo estar relacionado com a aproximagao
dos valores nas contas. O primeiro resultado sendo no primeiro n6 esta negativo por estar ao contrario
da convencao, onde o positivo seria para a direita, ou seja, ele estaria em dire¢do oposta a FA, enquanto

o segundo no estaria para sentido a direita e oposto a FB

Tabela 1 - Resultados do Exemplo II.

. Resultados de Resultados do 0
Comprimento Literatura Programa E(%)
X 1.4700 1.4570 1.38

Fonte: Autor.

A tabela acima, apesar de ter uma margem de erro pequena provinda de arredondamentos,

comprova a eficiéncia e eficacia do programa, atingindo o objetivo principal desse trabalho.

4.3 EXEMPLO 3
Como terceiro exemplo, calculou o deslocamento horizontal do ponto B devido a variagao de
temperatura. Sua estrutura possui um material que tem o coeficiente térmico de 10~/°C e suas barras

possuem secg¢do retangular de 0.5m?.
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Figura 13 — Pértico bidimensional aquecido

g =

— - ¥ - - *

\.) ) 1‘\.-"1 J a'rJ\

.r:‘f Al AN

Fonte: Autor.

Para calcular a expansdo devido a variagdao de temperatura, utilizamos a seguinte féormula:

6= axtgxAN
§=10"5 x (70) x (6 X 1)
§ =0.0042m

6 =0,0042m, ou seja, como o valor foi positivo, pela orientacdo determinada o ponto B

deslocou 4,2 cm para direita.

Figura 14 — Deslocamentos devido a Variagdo Temperatura (Ftool).

400 m

+ = 6.00 m =

Fonte: Autor

Com a execuc¢do do codigo, obteve o deslocamento gerado pelo aquecimento da viga da

estrutura, ou elemento 2, gerando os seguintes valores:
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Vetor de deslocamentos (u):
[-4.20000000e-03 X1

0.00000000e+00 Y1
0.00000000e+00 71
-8.90000000e-03 X2
1.29073982e-17 Y2
0.00000000e+00 72
8.90000000e-03 X3
1.29073982e-17 Y3
0.00000000e+00 73
4.20000000e-03 X4
-0.00000000e+00 Y4
-0.00000000e+00 74

Como observado nos resultados, os valores negativos se referem a orientagdo, contrario no caso
adotado. O valor obtido em X no ponto B que ¢ o objetivo do exemplo coincidiu com o obtido na

literatura retirada no livro Andlise estrutural do Kassimali, gerando a tabela abaixo.

Tabela 2 - Resultados do Exemplo II1.

Graus de Resultados de Resultados do
liberdade Literatura Programa E(%)
3 (m) 0,0042m 0,0042m 0

Fonte: Autor.

4.4 EXEMPLO 4
Calcular as reagdes de apoio no engaste A da estrutura tridimensional, cujo angulo entre as
barras € de 90°. Apesar do exemplo nao conter a variagdo de temperatura, o mesmo foi utilizado para

demonstrar que o programa consegue calcular momentos e forgas na estrutura.

Figura 15 — Pértico tridimensional com esforcos.
5t

t =

D ,-"'

at J/ 2m
3 "
2t B m 4 .
1

Fonte: Autor
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No grafico acima demonstra um portico tridimensional com esforcos, onde temos as seguintes

forcas atuando:

ZX=0=>XA=1t
ZY=0=>YA=—1t
ZZ=O=>ZA=—1t

Momento em X:

ZszO=>MXa+2><4—4><3+5><3—3><4=0=>MXa=lm
Momento em Y:
ZMyz0=>MYa—1x4+5><2=0:MYa=—6m
Momento em Z.:
ZMZ=0=>MZa+1x3—3><2=o=>MZa=3m
Com isso tem-se a seguinte configuragao:

Figura 16 — Forgas no ponto A

—
A 1t emt
v

Y
Imt
amt

Fonte: Autor.

O grafico representa os resultados das forgas atuando no ponto A.
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Tabela 3 - Resultados das for¢as no ponto A.

Graus de Resultados de Resultados do E(%)

liberdade Literatura Programa

Mxa (Mt) 1.00 -1.000 0
> Mya (mt) -6.00 6.000 0

Mza (mt) 3.00 -3.000 0

Fonte: Autor.

Apesar dos resultados obtidos terem sinais opostos aos obtidos na literatura, em moddulo
possuem o mesmo valor, isso ocorre, pois a orientacdo de sinais da literatura ¢ diferente do adotado
pelo programa, ou seja, se na literatura 0 momento em sentido horario € positivo no programa ¢
negativo, com os resultados para fins educativos, tem-se os diagramas de forca normal, cortante,
momento fletor, 0 mais importante para o exemplo e momento torsor, pois ¢ o objetivo do exemplo,

segundo as figuras abaixo (Figura 17, 18,19 e 20):

Figura 17 — Diagrama Normal

+1

Y P el

Fonte: Autor

A figura acima representa a for¢a normal.

Figura 18 — Diagrama Cortante

] |1

Y /77/L/ I

Fonte: Autor

Observamos o diagrama da forca cortante.
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Figura 19 — Diagrama de Momento Fletor
[}

X
Fonte: Autor

A figura acima representa o diagrama do Momento Fletor.

Figura 20 — Diagrama de Momento Torsor

Fonte: Autor

A Figura acima representa a forca de Momento Torsor da estrutura.

4.5 EXEMPLO 5
A parte superior de um portico em formato de “mesa”, foi aquecido a 20 °C, as barras possuem

a mesma medida e material metdlico. Determinar o deslocamento gerado por esse aumento de

temperatura.
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Figura 21 — Portico tridimensional em formato de “mesa”(2)

AN
4 6
/ /
/18 _/
/ / Bl
_// /./
/
/ Bl /
25— (8 5 D
Y
il [7]
[] Elementos
,é/ .uw1 ”’77’77
X

Fonte: Autor

A figura acima mostra o deslocamento, devido ao aumento de temperatura.

A tabela abaixo contém informacdes necessdrias para a execugdo do exemplo no programa.

Tabela 4 — Informagdes do Portico
Propriedade Valor Unidade

Comprimento (L) 4 m

Young (E) 100 MPa
Poisson (v) 0,25 -

ly 5000000 mm?*

Iz 5000000 mm?*
Temperatura 20 °C

Area(A) 5000 mm2

Fonte: Autor

Esse exemplo serd solucionado utilizando somente o programa por dois motivos: o primeiro
devido a complexidade do mesmo, fazé-lo de outra forma seria extremamente complicado e estaria
desviando da proposta do trabalho; segundo, com base nos exemplos anteriores, 0 programa esta

cumprindo seu objetivo.

Em primeiro lugar, deve-se inserir os dados correspondentes ao exemplo e em seguida executar
0 mesmo, segue abaixo a imagem.
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Figura 22 — Entrada de dados do codigo

elemento = 'Portico3D’

]
numpy . zeros ((Nele))

[1,2,3,4,5

nof = numpy.zero:
noi =[ 1, 2

nof =[ 2,3, 4

Young = numpy.zeros((Nele))
poison = numpy.zero:

Young = [ 1¢

poison = [

alfa = [

A = numpy.zeros((Nele))

Fonte: Autor

O primeiro resultado que se tem sdo as reagdes de apoio nos nos 1, 3, 5 e 7, pois sdo os que
sustentam a estrutura como demonstrado na figura do exemplo. O que se percebe ¢ que como a
temperatura nao esta sendo aplicada nos elementos pertencentes nesses nds que estdo engastados, os

valores sao muito baixos ou praticamente zero

Tabela 5 — Reagdes de Apoio do exemplo acima

Apoio Valor

X 1 -3.74999297e-05
Y ] 3.74999297e-05
z | -8.94412719e-16
BX | -9,99998125e-02
B | -9.99998125e-02
Bz 1 -3.52881146e-13
x 3 3.74999297e-05
Y3 3.74999297e-05
Z3 7.82438643e-16
ox 3 -9.99998125e-02
oy 3 9.99998125e-02
53 -3.52875069e-13
X 5 3.74999297e-05
v 5 -3.74999297e-05
z5 1.81273174e-15
B 5 9.99998125e-02
By 5 9.99998125e-02
8Z 5 -3.52883895e-13
X 7 -3.74999297e-05
Y 7 -3.74999297e-05
z7 -1.70072178e-15
ax 7 9.99998125e-02
8y 7 -9,99998125¢-02
6z 7 -3.52881830e-13

Fonte: Autor
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O segundo resultado que se obtém, sdo os esfor¢os solicitantes. Note que na tabela 6 estao
descritos os resultados dos graus de liberdade dos noés iniciais e finais referentes aos oito elementos. ,
pode-se notar que nos nds em que os elementos ndo possuem o aquecimento, ou seja, os que estdo

engastados citados na tabela acima, o valor € basicamente zero como observado na tabela abaixo

Tabela 6 — Esforcos Solicitantes do exemplo

ELEMENTOS
E 1 2 3 4 5 6 7 8
X| -8.94412719-16 -1.99999625e+01 7.82438643e-16 -1.99999625e+01 1.81273174e-15 -1.99999625e+01 -1.70072178e-15 -1.99999625e+01
Y| 3.74999297e-05 -7.99524165e-16 -3.74999297e-05 -9.75962316e-16 3.74999297e-05 7.99509738e-16 3.74999297e-05 -9.75966187e-16
Z| 3.74999297e-05 7.02928926e-16 -3.74999297e-05 7.94923480e-17 -3.74999297e-05 1.89219029-15 3.74999297e-05 -1.91476880e-16
GXI -3.52881146e-13 7.22581717e-14 -3.52875069¢-13 3.17142146e-13 -3.52883895e-13 7.2244293%-14 -3.52881830e-13 3.17138676e-13
GYI -9.99998125e-02 4.99999062e-02 4.99999063e-02 -4.99999063e-02 4.99999063e-02 -4.99999063e-02 -4.99999062e-02 -4.99999062e-02
C_; raus de OZI 9.99998125e-02 -1.59905868e-12 -4.99999063e-02 -1.95193984e-12 4.99999062e-02 1.59902007e-12 4.99999063e-02 -1.95194501e-12
liberdade
Xf 8.94412719¢-16 1.99999625e+01 -7.82438643e-16 1.99999625e+01 -1.81273174e-15 1.99999625e+01 1.70072178e-15 1.99999625e+01
Yf -3.74999297e-05 7.99524165e-16 3.74999297e-05 9.75962316e-16 -3.74999297e-05 -7.99509738e-16 -3.74999297e-05 9.75966187e-16
Zf -3.74999297e-05 -7.02928926e-16 3.74999297e-05 -7.94923480e-17 3.74999297e-05 -1.8921902%-15 -3.74999297e-05 1.91476880e-16
exf 3.52881146e-13 -7.22581717e-14 3.52875069e-13 -3.17142146e-13 3.52883895e-13 -7.2244293%-14 3.52881830e-13 -3.17138676e-13
er -4.99999062e-02 -4.99999063e-02 9.99998125e-02 4.99999063e-02 9.99998125e-02 4.99999062e-02 -9.99998125e-02 4.99999063e-02
ezf 4.99999062e-02 -1.59906314e-12 -9.99998125e-02 -1.95191332e-12 9.99998125e-02 1.59901368e-12 9.99998125e-02 -1.95192365e-12

Fonte: Autor

O terceiro resultado e o mais importante que ¢ o deslocamento causado pelo acréscimo de
temperatura, vale ressaltar, que os que possuem zero, sdo onde os elementos estdo restringidos pelos
engaste. Percebe-se que alguns nds possuem o mesmo valor, porém com sinais invertidos, como
exemplo o n6 2 e o nd 4, o que indica que expandem para sentidos opostos, lembrando que o fato que
os sinais representam a dire¢do em sentido a favor ou contrario a orientacdo adotada no exemplo. Os
demais valores que sdo muito baixos serdo desconsiderados, devido as dimensdes do objeto como

demonstrado na tabela abaixo.

Tabela 7 — Deslocamentos do exemplo

Nos Valor (cm)
1uX 0

1 uYy 0

1uZ 0

16x 0

10y 0

16z 0

2 uX 7.99998500e+00
2uY -7.99998500e+00
2uZ 7.15530175e-16
2 Ox 1.99999625e-03
2 0y 1.99999625e-03
20z 3.52881146e-14
3uX 0

3uY 0

3uz 0

3 0x 0

30y 0

360z 0
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4 uX -7.99998500e+00
4uyY -7.99998500e+00
4uz -6.25950914e-16
4 0x 1.99999625e-03
4 0y -1.99999625e-03
40z 3.52875069¢e-14
5uX 0
5uY 0
5uZ 0
5 0x 0
50y 0
50z 0
6 uX -7.99998500e+00
6uY 7.99998500e+00
6 uZ -1.45018539%-15
6 0x -1.99999625e-03
6 Oy -1.99999625e-03
6 0z 3.52883895e-14
7 uX 0
7uY 0
7uZ 0
7 0x 0
70y 0
70z 0
8 uX 7.99998500e+00
guY 7.99998500e+00
8uzZ 1.36057742e-15
8 Ox -1.99999625e-03
8 Oy 1.99999625e-03
8 0z 3.52881830e-14

Fonte: Autor

Em resumo os elementos 2, 4, 6 e 8§ expandem em X e Y aproximadamente 8§ cm conforme a
orientagdo dos sinais. Para comprovar esse valor de maneira simples basta utilizar a formula da

dilatacdo térmica, da seguinte maneira:

OAT=a X AT X L
SAT=0.001 x20x 4
OAT=0.08 m ou 8 cm

Esse resultado serve em modulo para os nds 2, 4, 6 e 8, vistos que possuem as mesmas

qualidades diferenciando somente na orientagao explicada na tabela 7. Assim tem-se a seguinte tabela:

Tabela 8 - Resultados exemplo 5
Deformacédo Térmica Literatura Programa E(%)
OaT 8.000 cm 7.999cm 0.013%
Fonte: Autor.

O resultado do programa apresentou uma variacdo de 0.013% em relacdo ao executado de

forma manual, o que se deve ao menor nimero de casas decimais utilizado nos calculos realizados
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pelo valor de referéncia. Tem-se na figura abaixo a representacao do efeito gerado pela temperatura na

parte superior da estrutura.

Figura 23 — Visdo superior do portico

= s
eI I
T_' I—;I.

Fonte: Autor

5 CONSIDERACOES FINAIS

A partir dos resultados apresentados, pode-se concluir-se que o programa desenvolvido € eficaz
para a analise de poérticos espaciais considerando-se a variagdo uniforme de temperatura determinada
estrutura, com uma margem de erro insignificante

A utilizacdo de software para resolucdo de calculos em qualquer area de estudo ¢ essencial para
reduzir o tempo gasto na sua execucao e confiabilidade, nesse sentido a linguagem Python, demonstrou
eficiéncia na analise de porticos tridimensionais com influéncia de temperatura uniforme pelo método
da rigidez, podendo o portico ser uniforme ou nao conforme os resultados obtidos e embasados na
literatura.

A linguagem Python, proporciona maior conhecimento e aplicabilidade no uso de linguagens
computacionais, podendo ser uma ferramenta educacional no processo de ensino e aprendizagem para
académicos do Curso de Engenharia Civil, além de possibilitar a expansdo para outros temas como

estruturas ndo simétricas, variagdoes de temperatura nao uniforme.
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