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A produgdo de particulas em experimentos de
colisdes entre protons fornece informacgdes
fundamentais dos mecanismos de conversdo da
energia inicial dos protons num determinado
numero de particulas secundarias através da medida
de sua Distribuicao de Multiplicidade em interacdes
nucleares forte. Nesse contexto o Modelo Binomial
Negativo tem sido extensivamente utilizado em
estudos tedricos e em parametrizagdes das
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de Particulas, Colisdes de Protons.

Protons sdo particulas que constituem o nicleo atomico e possuem complexa estrutura interna
composta de outras particulas denominadas quarks e glions, que sdo algumas das particulas
elementares que constituem a matéria [1,2]. Tendo como um dos propdsitos compreender a estrutura
da matéria e suas interagdes, protons sao acelerados em feixes e colididos em energias de colisdo da
ordem de 10° - 10'? elétron-Volts [2]. Nessa ordem de energia de colisdo quarks e glions interagem
predominantemente através da forca nuclear forte [1,2] e um dos resultados das colisdes entre protons,
e das consequentes interacdes entre quarks e gluons, ¢ a criacdo de um conjunto de novas particulas,
processo esse denominado producao multipla de particulas [3]. Em geral, denotamos o ntimero de
particulas produzidas por "N" (N = 2,4,6,...n...) ¢ "P(N)" denota sua probabilidade de produgao.
Neste artigo discutimos o conjunto {N, P(N)}, denominado Distribui¢cdo de Multiplicidade (DM) das
particulas produzidas nas colisdes entre protons, o qual constitui-se numa quantidade fisica
experimental fundamental para o entendimento dos mecanismos de interagdes nucleares forte de
quarks e glions [3]. Dados experimentais sobre DM foram disponibilizados através dos experimentos

CERN ISR (1984), CERN UAS5 Collaboration (1987-1989) e do Experimento E735 realizado no
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Tevatron (1998) [4,5,6,7]. Atualmente, o Grande Colisor de Héadrons, ou LHC (Large Hadron
Collider), que ¢ o maior acelerador de particulas de toda historia [2], tem disponibilizado novas
informagdes experimentais sobre DM. Detalhes sobre os experimentos no LHC podem ser
encontrados nas Refs. [2,8]. Objetivando entdo compreender os mecanismos de producao de particulas
e havendo dados experimentais sobre DM em amplo intervalo de energia de colisdao, sao necessarios
modelos matemadticos e/ou Distribuicdes de Probabilidades para serem efetuados os estudos e
investigagoes [9,10,11,12,13,14,15,16]. Nesse contexto a Distribuicdo de Probabilidade Binomial
Negativa (DBN), também referida como Distribuicao de Pascal, tem sido extensivamente utilizada
para estudar e parametrizar DM’s observadas nos experimentos de colisdes entre protons e proton-
antipréton [15,16,17]. A ampla utilizagdo do Modelo Binomial Negativo em diversas analises motivou
o desenvolvimento deste trabalho e que tem dois propdsitos centrais. Um deles € apresentar uma
discussdo didatica do Modelo Binomial Negativo e, outro, incentivar novas pesquisas sobre
multiplicidades devido a relevancia do tema para o entendimento da dindmica de produgdo de
particulas. Assim, devido a proposta didatica do trabalho, na préxima se¢do apresentamos conceitos
necessarios ¢ direcionados para definir Distribui¢do de Probabilidade, revendo a Distribuigcdo de
Bernoulli com o propoésito de definir a notagdo a ser utilizada e discutindo também aspectos sobre
independéncia de eventos. Na Se¢do 3 apresentamos e discutimos nossa proposta para obtencao da
DBN, explorando um experimento aleatdrio classico. Expressamos também a féormula analitica da
DBN em termos da Fungdo Gama e da variavel "n", como frequentemente utilizada nas aplica¢des

para descrever Distribui¢cdes de Multiplicidades. Na Secdo 4 sdo apresentadas as consideracdes finais.

Admitimos que os leitores tenham conhecimentos sobre conceitos de probabilidades tais como
experimento aleatorio, eventos, espago amostral e definicdo cléssica para calculo de probabilidades.
No trabalho com probabilidades definimos os eventos e entdo calculamos a probabilidade de
ocorréncia desses eventos usando a defini¢do cldssica para o calculo de probabilidades [18,19].
Baseado em exemplo discutido na Ref. [18], considere o experimento aleatorio: “langamento de duas

[IPA]

moedas honestas”, o qual tem como espago amostral o conjunto {cc, cr, rc, rr}, onde “c” representa
cara e “r” coroa. Calculando as probabilidades dos eventos:

A = Ocorréncia de nenhuma cara;

B = Ocorréncia de uma cara;

C = Ocorréncia de duas caras;
obtemos:

1

P(A) =2 PB) =5 P(O=7. (1)
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Um procedimento matematico formal pode ser adotado para o calculo dessas probabilidades.
Procedimento esse que consiste em representar os eventos por nimeros ao invés de palavras. Isso pode
ser feito introduzindo o conceito de Variavel Aleatoria (VA) X e definida, nesse exemplo especifico,

como.

X: Numero de caras. 2)

Como estamos agora interessados na representacao dos eventos através de nimeros, € nao mais
por palavras, observamos entdo que X, pode assumir os valores X= {0,1,2} para representar os eventos
A, B e C, e com as seguintes correspondéncias:

X = 0 = Ocorréncia de nenhuma cara (Evento A);
X =1 - Ocorréncia de uma cara (Evento B);
X = 2 - Ocorréncia de duas caras (Evento C).

Em notagdo geral escrevemos:

X ={x1,%5 0, X, e .. } 3)

para indicar os possiveis valores da VA X. Esquematicamente:

Tabela 1 - Valores possiveis para a variavel aleatéria X, definida em (2), e respectivos valores das probabilidades.

X P(X) Evento correspondente
0 1/4 Nenhuma cara (4)

1 172 Uma cara (B)

2 1/4 Duas caras (C)

Nas duas colunas numéricas da Tabela 1, identificamos o conjunto {X,P(X)} , o qual ¢
denominado Distribui¢do de Probabilidade da VA X [20], de fécil representacdo grafica. Observamos
que o tratamento sobre VA ¢ naturalmente mais abrangente [18,20]. Efetuamos aqui uma discussao

direcionada para introduzir o conceito de Fungao de Probabilidade.

A repeticdo de sucessivos ensaios de Bernoulli ¢ fonte de vérios problemas teodricos
interessantes [21], originando outros modelos tais como o Binomial, Geométrico € mesmo o Binomial
Negativo. Assim, abordamos alguns aspectos relevantes que conduzem a obtencdo da expressao
analitica da Fungao Distribuicao de Probabilidade nesse modelo e também para definir a notacao a ser

utilizada. Todo experimento aleatério no qual distinguimos apenas dois resultados possiveis, e
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mutuamente exclusivos, ¢ denominado experimento ou ensaio de Bernoulli [20]. Eventos mutuamente
exclusivos sdo eventos que ndo podem ocorrer conjuntamente, ANB = @. Um exemplo ¢ a realizacio
do experimento aleatorio “langamento de uma moeda”, naturalmente, s6 ha dois resultados possiveis
e que sao mutuamente exclusivos, ou seja, a ocorréncia de cara exclui a possibilidade de ocorréncia de
coroa ¢ vice versa. Considere agora uma unica realizacao de qualquer experimento classificavel como
experimento de Bernoulli e no qual definimos, por convengao, um dos resultados como sucesso (S) e
o outro como fracasso (F). Indicamos o valor da probabilidade de ocorrer sucesso pelo algarismo p e
o valor da probabilidade de fracasso por gq. Por serem eventos mutuamente exclusivos resulta que p +
q = 1. Como exemplo, recorremos ao experimento referido, “langcamento de uma moeda”, definimos
a ocorréncia de cara como sucesso (com probabilidade p = 1/2) e a ocorréncia de coroa como fracasso
(g = 1/2). Note que a defini¢do de sucesso ¢ arbitraria. Como mencionado, a VA deve expressar

numericamente os resultados possiveis e pode ser definida no modelo de Bernoulli [18] como:
X: Numero de sucessos em unica realizagdo de um experimento de Bernoulli. 4
Sendo que o experimento ¢ realizado uma tinica vez, a VA X assume os valores iguais a 1 e 0,
onde X = 1 indica a ocorréncia do resultado sucesso e X = 0 indica a ocorréncia de fracasso. Assim

X ={0,1} e podemos escrever: P(S)=P(X = 1)=p e P(F)= P(X = 0)= g, na forma tabular:

Tabela 2 — Representagdo tabular dos resultados da realizagdo de um experimento de Bernoulli.

X P(X)
0 q
1 p

A expressao analitica que representa a Fungao de Probabilidade no modelo de Bernoulli € entdo

escrita na forma:
P(X =x) =p*q'™™, (5)
produzindo, naturalmente, os valores indicados na Tabela 2. Notamos que a Fun¢ao de Probabilidade

¢ definida como a fungdo que atribui a cada valor assumido pela VA a probabilidade do evento

correspondente [18].

A multiplica¢do dos valores das probabilidades, p e q, que pode decorrer da independéncia

entre varias realizacdes do mesmo experimento aleatdrio, € condicdo necessaria para a deducao da
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expressao analitica da Fun¢ao Distribuicao de Probabilidade no Modelo Binomial Negativo, a partir
de uma generalizacdo do Modelo de Bernoulli. Em geral, discussdes envolvendo independéncia entre
eventos sdo abordadas juntamente com discussdes sobre probabilidade condicional [18,19]. Assim,
considere dois eventos A e B e que pertengam ao mesmo espago amostral. Define-se probabilidade
condicional de ocorrer o evento A sabendo-se que ocorreu o evento B, denotada por P(A/B), na forma

[19]:

P(ANB
P(A/B) = T2, (6)

onde P(ANB) denota a probabilidade de intersecdo entre os eventos A ¢ B [19], ou seja, denota a
probabilidade de ocorrer o evento A e o evento B. P(A) e P(B) denotam probabilidades de ocorréncia
dos eventos A e B, tal que P(B) # 0 em (6).
Como exemplo de aplicacdo da probabilidade condicional considere o experimento aleatério
“lancamento de um dado”’, onde definimos os eventos:
A = Sair niimero 4; e
B = Sair nimero par.
O célculo da probabilidade condicional resulta P(A/B)= % , significando a probabilidade de sair
o numero 4 sabendo que ocorreu nimero par no lancamento do dado. Notamos agora que importante
consequéncia da definicdo de probabilidade condicional € obtida ao escrevermos a expressao (6) na

forma [19]:
P(ANB) = P(A/B).P(B). (7)
A expressao (7) € também referida como “Teorema da Multiplicacdo de Probabilidades” [19].
Referente a independéncia, dois eventos A e B sdo independentes se a informacdo de ocorréncia de B

nao altera a probabilidade atribuida ao evento A4 [19,20], assim escrevemos:

P(A/B) = P(4). (8)

Substituindo (8) em (7) define-se [18,19] formalmente que os eventos A4 e B sao independentes

se, € somente se,

P(ANB) = P(A).P(B). 9)
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A ultima expressao significa que a probabilidade de ocorrer um evento 4 e um evento B, sendo
eles independentes, ¢ calculada pelo produto das probabilidades de ocorréncia desses eventos. A Eq.
(9) ¢ generalizada para o caso em que temos a ocorréncia de varios eventos independentes. Portanto,

se os eventos Ay, Aa,......, Am, s30 independentes [18] entdo:
P, A)=P(A)P(A)...P(A).  (10)

E oportuno notar que se dois eventos 4 ¢ B s3o mutuamente exclusivos, entdo eles sdo eventos
dependentes, pois se 4 ocorre o evento B ndo ocorre. Ou seja, a ocorréncia de um evento condiciona a

nao ocorréncia do outro evento [18].

Obtemos nesta Se¢dao a Fun¢do de Probabilidade no modelo Binomial Negativo subsidiados
pelos elementos apresentados na ultima Se¢do. Recorremos a analogia com a realizagdo de um

experimento aleatdrio simples para exemplificar algumas etapas da elaboragdo do modelo.

Considere varias repeti¢des do experimento “langcamento de uma moeda honesta". Como
discutido em 2.1, cada lancamento ¢ um experimento de Bernoulli havendo, naturalmente, dois
resultados possiveis e mutuamente exclusivos. Na Se¢do anterior definimos sucesso como a ocorréncia
de cara com valor de probabilidade p, a qual permanece constante em cada repeticdo do experimento
e fracasso a ocorréncia de coroa com probabilidade q. Considere agora que dentre as varias possiveis
repeti¢des do experimento desejamos obter dois sucessos € adotamos a letra k para essa indicagao.
Assim k = 2 significa que queremos obter 2 sucessos (2 caras) em varias repetigdes do experimento
aleatorio “langamento de uma moeda honesta”. Se atribuirmos a VA X o significado: “niumero de vezes
que devemos repetir o experimento até se obter 2 sucessos”, temos que X podera assumir os valores

numeéricos:
X ={2345,...... }. (11)

Naturalmente, se queremos obter k = 2 sucessos o0 experimento tera que ser repetido no
minimo 2 vezes, implicando assim que o primeiro valor possivel para a VA sera o numero de sucessos
desejados, como indicado em (11). 4 situagcdo exemplificada é generalizada no contexto do Modelo

Binomial Negativo, onde a VA ¢ formalmente enunciada como [18,19]:
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X: Numero de repeti¢oes de um experimento de Bernoulli até se obter um numero k de sucessos.

(12)

entdo X poderd assumir os valores:

X={k+1Lk+2k+3,...}%»13)

Ressaltamos que a definigdo da VA, em (12), tem como implicacdo que o resultado da ultima
repeti¢do do experimento sera sempre sucesso, visto que devemos repetir o experimento até obter o
numero k de sucessos pretendidos. Para orientar a obten¢do da Funcdo de Probabilidade construimos
arepresentacao indicada na Tabela 3 reportando-nos novamente ao experimento aleatorio “langamento
de uma moeda". Também fixamos a ocorréncia de dois sucessos, k = 2, ou seja, duas caras e que sdo
representadas na Tabela 3 por sua probabilidade de sucesso p. Na primeira linha horizontal indicamos
os numeros de repeti¢des, considerando até cinco repeti¢cdes do experimento e sendo essa uma escolha
arbitraria. Na primeira coluna a esquerda indicamos alguns valores possiveis da VA e que representam
o numero total de repeticdoes do experimento aleatorio. Na ultima coluna a direita sdo indicadas a
proporcionalidade entre a Fungdo de Probabilidade, P(X = x), e os valores das probabilidades de
sucesso, p, e de fracasso q. Como devemos efetuar sucessivas repeticdes do experimento até obtermos
os dois sucessos pretendidos (k = 2), apresentamos a seguinte interpretacao da Tabela 3:

x = 2: tem como significado obter k = 2 sucessos, em x = 2 repeti¢des do experimento
aleatorio, sendo p a probabilidade constante em cada repeti¢ao.

x = 3: significa obter k =2 sucessos em x = 3 repetigdes do experimento, e assim
sucessivamente. Note que a partir deste ponto temos combinacdes de resultados e usamos negrito para
ressaltar os sucessos nas combinacdes possiveis. Especificamente, para obtermos k = 2 sucessos em
x = 3 repeti¢cdes do experimento, hd duas combinacdes de resultados possiveis e indicadas nas 5* e 6*
linhas. Sao elas sucesso, fracasso, sucesso e representada por (pgp) na notacdo adotada. A outra
possibilidade ¢ fracasso, sucesso, sucesso ou simplesmente gpp. Como mencionado, devido a
definicdo da VA nesse modelo, o ultimo langamento resulta sempre em sucesso, pois interrompemos
as repeti¢cdes do experimento quando o numero k de sucessos ¢ atingido. Continuando a interpretacao
da Tabela 3, notamos que para obtermos k = 2 sucessos em x = 4 repeti¢cdes do experimento, ha 3
combinagdes de resultados possiveis e indicadas na 8%, 9* e 10" linhas. S3o elas sucesso, fracasso,
fracasso, sucesso (pqqp), fracasso, sucesso, fracasso, sucesso (gpgp), e fracasso, fracasso, sucesso,
sucesso (qqpp). As combinacdes possiveis para obtermos k = 2 sucessos em x = 5 repetigdes do
experimento, sdo indicadas da 12* a 15* linhas. E fundamental observarmos que as vérias repeti¢des

do experimento e seus respectivos resultados, de sucesso ou fracasso, sdo independentes uns dos outros
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e implicando que devemos efetuar o produto das probabilidades de sucesso e fracasso para obter a
expressdo analitica da Funcdo de Probabilidade. Especificamente, a realizacdo e o resultado do 1°
langamento da moeda ndo interfere no resultado do 2° langamento. Por sua vez, os resultados do 1° e
2° langamentos nao interferem no resultado do 3° langamento, implicando que as varias repeti¢cdes do
experimento e seus respectivos resultados sao independentes entre si, como discutido na Subsecao 2.2.
Assim, para obtermos a expressdo analitica da Funcdo de Probabilidade, recorremos a Eq. (10) e
efetuamos o produto dos valores das probabilidades, p ou g, associadas aos resultados de sucesso ou
fracasso obtidos em cada repeticdo do experimento. Baseado na Tabela 3 verificam-se as
proporcionalidades entre a Fungdo de Probabilidade P(X = x) e os valores das probabilidades p ¢ q,
a saber:

x=2>=P(X =2)xp? significando k =2 sucessos em x =2 repeticdes do

experimento aleatorio.

x=3= P(X =3) < pqp, significando k =2 sucessos em x =3 repeticdes

independentes do experimento. Esse caso implica que um dos resultados ¢ fracasso, com

probabilidade q. Devemos entdo considerar também a outra configuracio possivel, ou seja,

P(X = 3) « gqpp, ou P(X = 3) « qp2.

Importante observar, nesse caso, que a probabilidade de obter k=2 sucessos em x=3 repeti¢des

do experimento ¢ calculada por:

P(X = 3) = 2qp?, (14)

onde o fator 2 expressa o numero das duas configuragdes possiveis. Prosseguindo em nossa
interpretagdo, para x=4 existem as configuragoes:
P(X = 4) x pqqp = P(X = 4) x q*p?,
P(X = 4) < qpgp = P(X = 4) «x q°p?,
P(X = 4) « qqpp = P(X = 4) x g*p?.
Como hé 3 configuracdes possiveis, referentes a obtencdo de k = 2 sucessos em x = 4

repeticoes do experimento, escrevemos:
P(X =4) =3q"?p?, (15)
Ressaltamos que o fator 3 expressa o nimero de configuragdes possiveis nesse caso. Antes de

prosseguirmos € conveniente expressar a Func¢ao de Probabilidade em termos das variaveis x e k. Assim

a Eq. (15) ¢, ainda parcialmente, reescrita na forma:
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P(X = x) = 3qg* Fp*. (16)

Nas Egs. (14) e (15) os fatores 2 e 3 representam respectivamente os numeros de configuracoes
possiveis e sdo agrupamentos denominados Combinagoes [19]. Exemplificamos o calculo do nimero
das combinagdes possiveis nesse modelo recorrendo novamente ao exemplo da Tabela 3, de obter k =
2 sucessos em x = 4 repeticdes do experimento. Como o resultado da ultima repeticdo ¢ sempre
sucesso temos que o outro sucesso (2-1)=1, ou (k — 1), podera ocorrer em qualquer uma das outras
(4-1)=3, ou (x — 1), repeticdes do experimento. O fator 1 representa a exclusao do sucesso que ocorre
no ultimo langamento. Em outras palavras, desde que a lltima repeti¢do resulta sempre em sucesso, o
outro sucesso podera ocorrer no 1°, 2° ou 3° lancamentos. Sendo assim, o nimero de combinagdes

possiveis € calculado por [18,19]:

(4‘1]=?’!=3. (17)
2-1) 12
De forma geral:
x-1) (=Dt (18)
k-1) (k-1 (x—k)!

Assim, em razao das Egs. (16), (17) e (18), a expressdo analitica da Fungao de Probabilidade,

Eq. (16), ¢ escrita na forma:

x-1
P(X =x) (k—qu p (19)
ou ainda:
P(x =x) = *Hla pyp* (20)
k-1 ‘

x = k. A Eq. (20) expressa o fato que a Funcao de Probabilidade, P(X = x), ¢ proporcional a
probabilidade de sucesso p elevada ao nimero de sucessos desejados, k, e proporcional a probabilidade
de fracasso g elevada ao nimero de fracassos e que ¢ calculado por (x — k). A Eq. (20) permite entao
o calculo da probabilidade de obtermos k sucessos em x repeticdes de qualquer experimento

classificavel como experimento de Bernoulli, sendo p a probabilidade constante em cada repeti¢ao do
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experimento de ocorrer o evento definido como sucesso. Como uma interpretacao alternativa podemos
afirmar que a Eq. (20) fornece a probabilidade de que antes da ocorréncia do numero k de sucessos
pretendidos, os outros (k — 1) sucessos podem estar alocados em qualquer ordem nas (x — 1)
posicdes restantes, que representam os resultados das outras repeti¢des do experimento aleatédrio. Os
parametros k e p caracterizam essa distribuicdo, que pode ser representada pela notacdo X.:BN (k,p),
significando que a VA X segue a Distribuicdo de Probabilidade Binomial Negativa e depende dos

parametros k e p.

Com a finalidade de propiciar a conexao entre os conceitos sobre a DBN e a quantidade fisica
Distribuicao de Multiplicidade, tecemos alguns comentdrios no sentido de ilustrar de forma simples e
qualitativamente essa quantidade fisica. Como mencionado, protons sdo particulas com complexa
estrutura interna composta de quarks e gluons. A Distribui¢do de Multiplicidade € sensivel ao nimero
de colisdes entre quarks e gluons contidos nos prétons colidentes e, em geral, aos mecanismos
fundamentais de produgdo de particulas [22]. Especificamente, nas colisdes entre dois protons pode
haver a criagao de 2 particulas, ou de 4, ou de 6 ou, de forma geral, pode haver a producao de “n”

particulas. Notamos que “n” ¢ um numero par devido a conservagdo da carga elétrica no processo de

producdo de novas particulas [1]. Para abordagem do problema definimos a VA:

N: Numero de particulas produzidas na colisdo. (21)

Tal que:

N ={246,...,n,..} (22)

Esse conjunto ¢ denominado “Conjunto de Multiplicidade das particulas eletricamente
carregadas”, ou simplesmente “Multiplicidade”. A cada elemento “n” ¢ associada sua correspondente
probabilidade de produgdo P(N = n), ou seja, ao valor da multiplicidade n = 2 corresponde o valor
da probabilidade P(2), significando a probabilidade que na colisdo entre protons sejam produzidas
duas particulas. De forma geral, P(N = n) ¢ o valor da probabilidade que na colisdo sejam produzidas
“n” particulas. Dessa forma constitui-se o conjunto “Distribui¢do de Multiplicidade” {N,P(N)}, que
¢ uma das caracteristicas mais basicas das colisdes de protons a altas energias e que tem sido objeto de
estudos experimentais e tedricos de forma a possibilitar a compreensao da interagao nuclear forte. Com
proposito apenas pedagdgico apresentamos, na Fig. 1, uma ilustragdo ndo realista do processo de

produgdo de particulas em colisdo entre protons.
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Figura 1 - Ilustrac@o da producéo de particulas na colis@o entre dois protons, representados pelos circulos maiores. Circulos
menores, no interior dos maiores, representam os constituintes dos protons. As particulas produzidas na colisdo sdo
ilustradas pelos pequenos circulos com setas.
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A utilizagdo da DBN [10], da superposi¢do de duas DBN [11,23] ou de modelos matematicos
de producdo de particulas que utilizam a DBN ou casos limite dela como um elemento do modelo
[9,24,25,26] tem fornecido adequadas parametrizagoes das Distribuicdes de Multiplicidades. Assim,
efetuamos procedimentos matematicos necessarios a aplicagado da DBN em analises envolvendo DM,
na qual a Fun¢do de Probabilidade Binomial Negativa ¢ usualmente expressa em termos da Fungdo
Gama e também eliminando-se a varidvel x e o valor da probabilidade p da expressdo (19). Em nosso
tratamento vimos que (x-k), na Eq. (20), representa o nimero de fracassos em x repeticdes do

experimento no qual esperamos obter & sucessos. Introduzimos a variavel “n” escrevendo:
n=x—k=>x=n+k. (23)

Substituindo (23) em (19) resulta que:

Py =("TET gk @4

Para facilitar o uso da relagao completar [20] seguinte:

(n T l) _ (n + l)’ (25)

n

efetuamos a mudanga de variavel: [ = k — 1 na expressdo (24) obtendo
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n+l
Py = ("7 ") amp*. (26)
Usando entdo a relagdo (25) e notando que p + g = 1, a Eq. (26) ¢ reescrita na forma:
_ n+k—1 _ n.k
Py =("T T a-pmh @)
ou equivalentemente

+k—1)!
Pp(m) = TEos (1-p)"p*. (28)

Devido a introdu¢do da variavel "n" e seu significado, Eq. (23), a expressdo (28) fornece a
probabilidade de ocorrer n fracassos e (k — 1) sucessos em qualquer ordem, antes de ocorrer um
numero k de sucessos num experimento de Bernoulli com probabilidade de sucesso p [3]. Célculos
envolvendo fatoriais sdo, em geral, algebricamente trabalhosos tornando-se entdo conveniente

expressar a Eq. (28) em termos da Fun¢ao Gama e definida [27] como:
r(n) = fooo e *x" ldx, (29)
que converge se n > 0. Se n for um niimero inteiro positivo, recorremos a identidade [27]
nl=r(n+1). (30)
Assim, os fatoriais presentes na Eq. (28) sdo expressos em termos da Funcdo Gama, a saber:

(k=D =r(k). (31)
m+k-D!=r(n+k). (32)

Substituindo (30), (31) e (32) na Eq. (28) resulta:

__ I'(n+k)
Pep(m) = i (L= (33)

Decorre ainda que em aplicagdes praticas, com frequéncia, a probabilidade p ndo é conhecida,

entretanto o valor médio da uma amostra de dados experimentais pode ser obtido [28]. Assim, sendo
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< n > a multiplicidade média do conjunto N de particulas produzidas nas colisdes entre protons, a

mesma ¢ relacionada a probabilidade p de sucesso pela equagao [3]:

-1 _ ﬁ _ k
p~ =1+ PP = (34)

Substituindo (34) em (33) resulta que:

P(n,k,<n>)=

r(n+k) {1_ k H k T
rn+Hrk)|” <n>+k| | <n>+k |’

(35)

Ap6s efetuarmos algum trabalho algébrico na Eq. (35) obtemos a Fun¢ao de Probabilidade na

forma frequentemente utilizada em investiga¢des de multiplicidades [3]:

P(n,k,<n>)=
r'(n+Kk) [ <n>/k } 1 (36)
r(n+1)rk) [+ <n>/k] fr<n>/k]<

A forma analitica da DBN depende agora dos valores dos parametros < n > ¢ k, que podem
ser determinados em ajustes da Eq. (36) aos dados experimentais correspondentes. A expressao (36)
permite também versatil elaboragdo de graficos e consequentes comparacdes com os dados
experimentais, se comparada com a Eq. (28). Valendo-se da Eq. (36) apresentamos na Figura 2 graficos
da DBN. No painel esquerdo da figura o valor de k ¢ fixado, enquanto os valores médios, < n >, sdo
variados. Nota-se que a medida que < n > diminui ocorre o estreitamento da distribui¢do. No painel

da direita < n > ¢ mantido constante e 4 medida que k diminui verifica-se a abertura da distribuigao.

Desde a primeira aplicagdo da DBN pela Colaboragao UAS em 1985 [29], a mesma tem sido
frequente e amplamente utilizada em investigacdes envolvendo Distribuicdes de Multiplicidades em
sistemas colidentes como préoton-proton, proton-antipréton, elétron-pdsitron e mion-préton [3]. O fato
que resultados experimentais de DM em muitos e diferentes experimentos e em amplo intervalo de
energia de colisdo podem ser parametrizados pela DBN, pela superposi¢cdao de duas delas ou mesmo
casos limites dessa distribuicdo ndo tem sido considerado como um fato acidental e, como apontado

por Giovannini e Ugoccioni [11], a impressdo € que pode haver uma aproximada regularidade universal
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nesse fato. Assim, devido ao inicio das atividades do LHC, disponibilizando novas informagdes
experimentais sobre colisdes entre protons, dispomos de um momento propicio para serem efetuados
testes, aprimoramentos e desenvolvimentos de modelos matematicos e/ou estruturas de calculos para
investigacdes dos mecanismos de produgao multipla de particulas nessas colisdes. Com essa motivagao
discutimos o Modelo Binomial Negativo obtendo sua Fun¢do de Probabilidade valendo-se de um
cenario simples, propondo uma abordagem didatica dos elementos e hipdteses que caracterizam essa
distribuicdo. A finalidade ¢ facilitar e propiciar adequada aplicacdo e interpretagdo de resultados, bem
como divulgar o tema de pesquisa. Desde que estamos abordando interacdes entre prétons, ¢ natural
esperar que os mecanismos de interagdes entre quarks e glions e que produzem particulas, possam ser
compreendidos em termos analogos aos elementos que compdem o cendrio do Modelo Binomial
Negativo. Entretanto, tal compreensdo ndo foi ainda possivel [3]. Embora ndo exista ainda essa
compreensdo, € por ndo parecer se tratar de um fato acidental, tentativas de gerar teoricamente a DBN,
a partir de principios gerais de producdo de particulas envolvendo interagdes entre quarks e glions,
foram efetuadas ao longo dos anos. Uma aproximagao fenomenologica utilizada para esse proposito é
referida como “Clan Model”, (Modelo de Cl3) introduzida na Fisica de Altas Energias no XVII
International Symposium on Multiparticle Dynamics por L. Van Hove e A. Giovannini [30].
Entretanto, eventual discussdo sobre o tema esta fora do ambito deste trabalho. Finalizamos ressaltando
que a discussdo apresentada neste trabalho, para obten¢do da DBN, pode ser motivadora e auxiliar
estudos e aplicacdes a outros sistemas diversos. Ha também a possibilidade de ser adaptado para
facilitar e viabilizar o ensino de outros modelos de distribui¢des de probabilidades, como o Binomial

e 0 Geométrico.

Tabela 3 — Representacdo possivel para orientar a obten¢do da Fungdo de Probabilidade no Modelo Binomial Negativo
considerando o experimento aleatério “langamento de uma moeda honesta". A ocorréncia de sucesso numa repeticao do
experimento ¢ representada por p e a de fracasso por g. As repeticdes do experimento aleatorio e seus resultados sdo
independentes entre si, implicando na multiplicagdo das probabilidades p e g. Usamos negrito para destacar o
deslocamento da probabilidade associada ao evento sucesso nas combinagdes possiveis. Na ultima coluna a direita sdo
indicadas a proporcionalidade entre a Func¢do de Probabilidade e as probabilidades p e g.

10 20 30 4() 5()

Proporcionalidades entre Fung@o de Probabilidade
P(X = x) e as probabilidades p ¢ q.

x =2 P p P(X=2)xpp ouP(X =2) xp?
x=3 p q p P(X = 3) x gp*

q p p P(X = 3) x gp*
x =4 p q q | p P(X = 4) « g*p?

q p q | p P(X = 4) « g*p?
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q q p p P(X = 4) « g*p?

P(X =5) x q3p?
P(X =5) « ¢°p?
P(X =5) x ¢°p?
P(X =5) x ¢°p?

Qe
Qlaiw|
QW Q<
S EESEESEES
"R I||=

Figura 2 - Gréficos da Distribuicdo Binomial Negativa, Eq. (36). No painel esquerdo o valor do pardmetro k ¢ mantido
constante, variando-se os valores do valor médio < n >. No painel da direita < n > é constante ¢ os valores de k sdo
alterados.
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