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RESUMO

A teoria da viga de Timoshenko-Ehrenfest € amplamente aplicada em analise estrutural para simplificar a
modelagem matematica quando a viga pode ser considerada como um elemento estrutural longo. Na
literatura, a resisténcia ao escoamento do material é o estado limite na maioria das aplica¢fes deste elemento
estrutural. No entanto, em algumas situacoes, este estado limite de projeto pode ser melhorado até o limite
plastico, aumentando a capacidade estrutural para suportar cargas. A partir de entdo, neste artigo, a
capacidade de flexdo elastica e plastica da viga Timoshenko-Ehrenfest é apresentada em termos de seus
conceitos e formulagéo. Esta teoria foi aplicada a uma viga retangular de secéo transversal simplesmente
apoiada submetida a uma carga pontual. Neste exemplo especifico, os resultados mostram que quando o
estado limite de célculo é alterado do limite de escoamento para o limite plastico, ha um aumento de 50%
na capacidade de flexdo da viga. Com base na comparacdo entre os dois estados-limite aqui realizados, a
capacidade de flex&o de um sistema estrutural pode ser melhorada em termos de um estado limite superior,
permitindo ao projetista aumentar o potencial de uma estrutura semelhante a uma viga.
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1 INTRODUCAO

Pesquisas massivas tém sido conduzidas no campo da teoria da plasticidade (incluindo analise de
limites) desde a segunda metade do século passado. Hill (1950) apresenta a histdria da Teoria da Plasticidade
contextualizada em um plano fisico-matematico. Ele destaca o material elastico-perfeitamente plastico, os
critérios de escoamento, endurecimento por deformacéo a frio, relagcdes constitutivas tensdo-deformacéo,
teoremas gerais e anisotropia plastica. Além disso, apresenta solucdes para sélidos elastoplasticos (barras,
conchas, tubos) submetidos a tensdes combinadas.

Em seu trabalho, Drucker (1956) mostra a teoria da plasticidade perfeita, as teorias incrementais
lineares e ndo-lineares para materiais endurecidos pelo trabalho a frio. Os teoremas da energia potencial
minima e da energia potencial complementar minima sdo derivados para as relacdes tensao-deformacao,
além do estabelecimento de principios minimos absolutos.

(1959) apresenta uma nova forma paramétrica de equacdes de equilibrio para estruturas que exibe
sua relacdo com as condigdes de compatibilidade, a representacéo dos principios estatico e cineméatico como
problemas de programacao linear dual, a existéncia de mecanismos de colapso e a representacédo de relagdes
de compatibilidade como condigdes do ciclo de Kirchoff para um grafo associado.
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Picon e Cafias (1987) introduzem um procedimento para Analise de Limites de quadros
bidimensionais utilizando técnicas e conceitos de programacao linear, que modela um pequeno nimero de
variaveis e restricdes. Eles apresentam dois exemplos de quadros bidimensionais. Ao primeiro, aplica-se
apenas uma carga proporcional e monotonica; para o segundo exemplo, seis cargas sdo aplicadas
externamente ao quadro considerado.

O trabalho produzido por Soares (2006) apresenta uma técnica de elementos finitos para aplicagdes
em quadros planares utilizando a formulacgdo cinematica por programacéo linear. Além disso, um sistema
CAD (Computer Aided Design) é desenvolvido e empregado como pré-processador e pds-processador para
a técnica de anélise de limite formulada, cuja implementacéo é realizada através de um aplicativo C++.

Em seu trabalho, Pasquali (2008) emprega uma alternativa para eventuais dificuldades numéricas
guando nas proximidades da carga de colapso, que consiste em simular assintoticamente 0 comportamento
elastoplastico utilizando uma relacdo elastica ndo linear. Varios exemplos de estruturas que utilizam
critérios de resisténcia, como von Mises-Hencky e Drucker-Prager, sdo modelados. Os resultados obtidos
sdo comparados com a literatura existente. Além disso, a relagdo eléstica ndo-linear é empregada na
determinacdo do dominio da resisténcia em médias com diferentes niveis de porosidade. Na contribuicdo
de Kaveh e Jahanshahi (2008), Sistemas de Col6nias de Formigas (SCA) sdo aplicados com o objetivo de
encontrar o fator de colapso de quadros bidimensionais. Trés variancias desses sistemas sao desenvolvidas,
e seus desempenhos relativos sdo comparados em dois exemplos numéricos.

Wong (2009) destaca, especificamente no ramo de Anélise de Limites Estruturais, o Método da
Rigidez. Ele também mostra o comportamento plastico estrutural das estruturas, fazendo comparacdes com
o elastico. A régua de fluxo plastico, analise elastoplastica, analise elastoplastica incremental, analise limite
via programacdo linear, os fatores que afetam o colapso plastico e algumas consideracfes de projeto sobre
plasticidade sdo mostradas. Esquadrias, vigas e outras estruturas sao resolvidas usando andlise elastoplastica
e analise de limites.

Em seu livro, Hosford (2013), além de outros assuntos, introduz a historia da teoria da plasticidade
e dos deslocamentos, critérios de producdo isotropica, plasticidade anisotropica, efeitos da dependéncia do
endurecimento da deformacéo e da taxa de deformacéo, além de relatdrios de testes de plasticidade.

Nonato (2021) aplica a teoria da plasticidade e a analise de limites no contexto de parametros incertos
para calcular a carga de colapso de estruturas e, consequentemente, realizar analises de confiabilidade.

A teoria da plasticidade esta preocupada com os fendmenos de producdo de materiais. Em vez de
elasticas, as deformacdes plasticas sdo permanentes, o que significa que, se a carga que causou as
deformac6es for cessada, parte da deformagdo permanece. A teoria da plasticidade é estudada porque

algumas situacgdes de projeto podem permitir que os materiais de engenharia envolvidos atinjam niveis mais
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elevados de deformacdo (maiores que o limite eléstico correspondente), sem perder sua funcionalidade de
projeto, 0 que aumenta a capacidade de carga do sistema.

Historicamente, a teoria da plasticidade tem sido abordada de acordo com seus conceitos de fundo.
Em outras palavras, as teorias que explicam os mecanismos de plasticidade conduzem o ramo da teoria da
plasticidade considerada. Por exemplo, Hosford (2013) aborda trés abordagens para a teoria da plasticidade:

» Teoria do continuum: é a mais aplicada. Depende de critérios de escoamento e permite a predicao
dos estados de tensdo que causam o0 escoamento e as deformacdes resultantes. Portanto, o nivel de
trabalho a frio sob diferentes condicdes de carregamento pode ser comparado.

» Mecanismos cristalograficos de deslizamento: através da compreensdo desses mecanismos, 0
comportamento continuo é explicado. Esta abordagem tem sido quase bem sucedida na predicao do
comportamento anisotrépico.

* Ocorréncia de deslizamento: preocupa-se com 0 mecanismo de deslizamento. A teoria do
deslocamento mostra como os materiais cristalinos séo deformados pelo processo de deslizamento.
No entanto, sua fraca conexdo com a teoria do continuum dificulta sua aplicagdo em muitos casos

praticos.

Lubliner (1990) menciona que o adjetivo "plastico" descreve materiais ducteis, que tém as
propriedades de serem facilmente conformados por meio de cargas adequadamente aplicadas e de manterem
em sua nova geometria ap0s a cessao da carga. O autor observa que deformacgbes consideraveis
(provenientes da conformacdo plastica) sdo comumente acompanhadas por pequenas alteracfes
volumeétricas. Assim, a deformacdo pléastica é fundamentalmente uma distor¢do e, consequentemente, as
tensdes desviatdrias sdo as maiores responsaveis por este trabalho.

Ele também afirma que um ensaio direto de plasticidade pode ser realizado produzindo um estado
de deformacéo de cisalhamento simples em um corpo de prova por meio da aplicacdo de carga, resultando
no estado mencionado. Portanto, quando se trata de materiais metalicos, o ensaio que reproduz tal condicao
é aquele em que uma das sec@es transversais finais de um tubo de paredes finas € girada em torno de seu
eixo longitudinal em relacdo a outra extremidade (cisalhamento puro). No entanto, deve-se notar que este
ndo é um teste simples de ser realizado. Por isso, geralmente € preferivel um ensaio de tragdo, no qual a
simplicidade de execucdo e 0 maquinario tornam mais atraente a verificacéo de propriedades dos materiais.

Segundo Maugin (1992), plastico € o comportamento de um solido no qual ocorrem deformacgdes
permanentes sem danos. No contexto de um ensaio de tragdo, o0 inicio da deformacdo plastica ocorre no
momento em que o material do corpo de prova sofre seu limite elastico. A partir dai, o corpo de prova é

submetido a incrementos de carga até sua ruptura, que € o ponto onde cessa a deformacdo plastica. A
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recuperacdo da parte eléstica da deformacao pode ser obtida a qualquer instante ao longo do processo, desde
que o corpo seja descarregado.

Em conformidade com o que afirma Lubliner (1990), colapso plastico incipiente ou iminente é um
estado em que uma taxa de deformacéo ndo nula ocorre sob carregamento constante, desde que 0s seguintes
itens sejam satisfeitos: a) todas as deformaces anteriores devem ser da mesma magnitude da deformacéo
elastica, de modo que mudancas geométricas possam ser negligenciadas; e b) a aceleracdo pode ser
negligenciada e, consequentemente, o problema pode ser tratado como quase-estatico. Um ensaio uniaxial
de tracdo em um material ductil (aco carbono, por exemplo) comumente apresenta o seguinte diagrama

tensdo-deformacao (fig. 1):

Figura 1: Diagrama de tensdo-deformacéo idealizado de um ago macio & temperatura ambiente.
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Fonte: Autoria propria, 2024.

Como pode ser observado, o material pode suportar deformagdes muito superiores a deformacéo de
rendimento antes que ocorra a falha, o que é uma medida de sua ductilidade. Embora existam modelos mais
realistas para refletir com precisdo o comportamento real do material, a fim de simplificar o célculo
envolvido, a curva de tensdo-deformacéo idealizada é comumente adotada. Em muitas aplicacfes, néo é
necessario o uso de um modelo sofisticado, de modo que uma lei constitutiva simplificada sem
endurecimento de trabalho seja suficiente para os objetivos aqui contidos. Isso corresponde ao modelo de

material elastico-perfeitamente plastico, que pode ser visto na figura 2.
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Figura 2: Modelo de material plastico elastico-perfeito.
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A porgéo de carga composta pelas retas inclinadas mais as retas horizontais pode ser descrita pelas

seguintes equacdes (Eg. (1) e Eq. (2)):

Oy
c=F¢e , |€| < F, (1)
Oy
og=o0,sgn(e) , le|l= z 2

onde sgn(e) assume o valor se e se (carregamento compressivo).+1¢ >0 —1e < 0

Portanto, o colapso plastico apresenta 0 comportamento tipico mostrado na Gltima figura, que mostra
aumento indefinido da deflexdo sob carga constante. Uma vez que o rendimento é atingido, uma quantidade
indefinida de tensdo pode ocorrer. O referido modelo de material é valido apenas para materiais
suficientemente ducteis. Isto aplica-se as sec¢des transversais de elementos estruturais sujeitos a flexao. Por
exemplo, uma viga (com dois eixos simétricos em seu plano de secdo transversal) sob momento fletor

aplicado em suas extremidades é mostrada na Figura 3.M
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Figura 3: Feixe sob flexdo pura.
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Fonte: Autoria propria, 2024.

Para um material elastico-perfeitamente plastico, a distribuicdo de tensdes sobre uma secdo
transversal suficientemente distante do ponto de aplicacdo da carga (observando o principio de Saint-
Venant) assume gradualmente as distribui¢cdes de tensfes mostradas na parte superior da Figura 4. Embora
essas distribuicdes parecam representar o efeito em diferentes cortes transversais em todo 0 eixo

longitudinal, isso ilustra a mesma secdo transversal em etapas subsequentes de aumento de carga (da
esquerda para a direita).

Figura 4: Distribui¢Ges de flexao e seus comportamentos plasticos sobre uma sec¢do transversal de viga.
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o € 0 estresse atuante, tal que ; é a tensdo necessaria para plastificar o material da viga; € a altura
(a partir do eixo centroidal) da superficie ndo plastificado.o < g,0,¢
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Na situacdo 1, a tensdo de atuacdo ainda é menor que o limite el&stico do material () e, portanto, a
secdo transversal analisada possui apenas deformacdes elasticas. A medida que o carregamento aumenta, a
tensdo também ¢é aumentada, de modo que, em determinado momento, atinge a resisténcia ao escoamento
do material, provocando deformacfes plasticas (situacdo 2), ja que se trata de um material elastico-
perfeitamente plastico. Inicialmente, esse fendbmeno ocorre na maioria das fibras externas por estarem sob
maiores tensdes de flexdo (mais distantes do eixo neutro). Como essa tensdo nunca é ultrapassada devido a
suposicao desse tipo de material, as fibras adjacentes atingem gradativamente a tensdo correspondente a
resisténcia ao escoamento, espalhando a regido plastica (situacoes 3 e 4) e, consequentemente, diminuindo
a regido elastica. Se o carregamento continuar aumentando monotonicamente, toda a secéo transversal é
plastificado (situacdo 5). Neste momento, diz-se que o feixe experimenta o colapso do plastico. A secéo
transversal plastificado atua como uma dobradica plastica (mecanismo), proporcionando liberdade para
torcer em torno do eixo de simetria que € ortogonal ao plano de aplicagdo de carregamento.o < o,

Esquematicamente, as cinco situacGes de estresse sdo mostradas na porcao inferior da Figura 4. Nas
situacbes 1 e 2, como ndo ha tensdo plastica, a representacdo simplesmente ndo é feita. Na situacdo 3, ha
deformacéo pléstica da maioria das fibras externas. Portanto, a deformacéo plastica comeca a progredir das
fibras mais externas para as internas. Esse tipo de deformacéo atinge um pouco mais a seccao transversal
na situacdo 4, diminuindo a regido elastica; Em 5, toda a se¢éo transversal é plastificado, criando assim um
mecanismo que, neste caso, é chamado de dobradica plastica.

A curva momento-rotacdo que representa esses cinco estagios esta ilustrada na figura 5. No entanto,
para a idealizacdo do material elastico-perfeitamente plastico, o gréfico é representado pela forma bilinear

mostrada na figura seguinte como uma linha tracejada.

Figura 5: Curva momento-rotacao.
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Essa idealizacdo significa que a secdo transversal suporta linearmente o momento fletor até a
capacidade de momento plastico. Posteriormente, a secdo transversal produz em rotagdo uma quantidade
indeterminada.

O estado limite (em que o corpo ainda estd seguro contra o colapso) é definido de acordo com a
situacdo imediatamente anterior ao colapso, ou seja, € um estado iminente ao colapso plastico. A carga
aplicada para atingir o estado limite é chamada de carga limite.

Como a maior parte dos sistemas estruturais é estaticamente indeterminada, uma falha local (colapso
local) ndo implica necessariamente uma falha global (colapso total). Para esses tipos de estruturas, um
colapso local significa apenas que uma restricdo estrutural ndo esta mais presente, porque uma dobradiga
plastica (para situacOes de flexao) foi criada. Seguindo esse contexto, a carga necessaria para causar um
colapso local € menor do que a necessaria para provocar o colapso global. Portanto, o colapso estrutural
ocorre quando ocorre um ou mais colapsos locais, dependendo da configuracdo estrutural.

A quantificacdo da carga adicional que uma determinada se¢do transversal pode sustentar além do
momento de escoamento (em que a fibra do material mais externo atinge a tensdo de escoamento) € relevante
para o projetista a fim de selecionar a geometria de secdo mais adequada. Assim, deixe e seja a largura e a
altura de uma secdo transversal retangular, respectivamente. Lembrando as distribuicGes de tensdes
observadas anteriormente, a figura 6 indica as forgas e distancias em cada estagio de uma flexdo transversal

de trés passos.bh

Figura 6: Distribui¢des de flexdo ao longo dos estagios de progressdo de tensdo em corte transversal duplo-simétrico.
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Fonte: Autoria propria, 2024.

A partir das distribuicGes de tensbes, 0 momento fletor do escoamento é dado pela Eq. (3),

2
MyzFec_hr (3)
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onde esté a forca de tracdo devido a parte plastica de tensdo; é a forca compressiva devida a parte plastica
da tensdo; € a forca de tracdo devida a parte eléstica da tensdo; e é a forga compressiva devida a parte
elastica da tensdo. Quando apenas as fibras mais externas plastificam, essa forca é calculada pela Eqg.
(4):FptFycFecFec

F'6C=F€t=_o—yb_' (4)

Seja 0 moédulo de sec¢do elastica (exclusivamente uma propriedade geométrica da secdo transversal).
Assim, no caso de uma secgdo transversal rectangular, o momento fletor do escoamento é expresso pela Eq.
(5):Z.

My, =0, — = 0yZ, . )

O momento fletor elastoplastico é composto pelas partes elastica () e pléstica (), dada pela Eq.
(6):MP M. M,P

M =M + M,?, (6)

em que o componente elastico e a parte plastica sdo, respectivamente, indicados pela Eq. (7) e (8):

b h?
M.P =0, &2 — (7

M;? =F,s, (8)

onde brago de alavanca e sdo definidos, respectivamente, conforme Eq. (9) e Eq. (10):sh,,
s=&h+h,, )
h
hy =§(1—€). (10)

A partir dai, s € expresso em fungdo de &, como mostrado na Eq.(11):

s=§<1+5). (11)
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Portanto, no caso de uma sec¢do transversal duplamente simétrica, a contribuicdo da parte pléstica da
forca é dada pela Eq.(12):

h
Assim, Eq.(13) da a parte plastica do momento fletor:
b h?
Mp:O—yT(l_EZ). (13)

Therefore, the elastoplastic bending moment results in the following relation (Eq. (14)):

2 _z2

A partir da situacdo representada pela secdo transversal totalmente plastificado, 0 momento fletor
plastico e a forca sdo expressos, respectivamente, por Eq.(15) e Eq.(16):

(15)

=

ch = 0y b E . (16)
Seja Z_p o modulo de secdo plastica da secdo transversal. Assim, 0 momento plastico da seccao
transversal retangular é expresso por Eq.(17):

b h?

M=0y4

=0y Zy. (17)
Portanto, a razdo entre 0 momento plastico e 0 momento elastico, também denominado fator de
forma f_s (dependente apenas da geometria da secdo transversal), é dada pela Eq.(18):

Mp ZP
=7 (18)
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Além disso, no caso especifico das seccles transversais rectangulares, o factor de forma é indicado
por Eq.(19):

b h? ;
fszb‘;zzi, (19)
6

0 que significa que esta se¢do pode suportar cinquenta por cento mais flexao do que na condi¢do de momento
de escoamento, antes que uma dobradica de plastico ocorra. Cada tipo de secdo transversal tem seu proprio

fator de forma. Assim, o fator de forma € uma medida da eficiéncia do plastico sob flexao.

2 METODOLOGIA

Esta secdo descreve a estratégia para aplicar os conceitos ja descritos em um exemplo resolvido em
duas etapas: (a) literal e conceitualmente; b) Numericamente, a fim de verificar o aumento da capacidade
de suportar o momento fletor no contexto de um pedido. Além disso, o exemplo é resolvido por célculo
analitico.

Com este proposito, o exemplo consiste em uma viga simplesmente apoiada submetida a uma carga
concentrada de médio vao. Sua secdo transversal é retangular com base b, e altura h, com a carga transversal,
P, aplicada em seu ponto centroidal evitando o fendmeno de tor¢do. O comprimento do véo é definido por
L.In regido central, o comprimento da regido elastoplastica é definido por L_p.O objetivo é obter as cargas
elasticas e plasticas que podem ser aplicadas sem falha do sistema.

Tab.1 fornece os valores numéricos para os parametros envolvidos no exemplo.

Tabela 1: Dados de entrada para o exemplo de feixe simplesmente suportado.

Dados de entrada Variavel Valor

Base da secdo transversal retangular b 25 mm

Altura da secdo transversal retangular h 45 mm
Comprimento do feixe L 1500 mm
Resisténcia ao escoamento gy 550 MPa

Fonte: autoria propria (2024).

A figura 7 mostra a referida viga simplesmente apoiada.



\V4

Figura 7: Regido plastificado da dobradica plastica de uma viga simplesmente apoiada sob flexdo.
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3 RESULTADOS

O primeiro passo da resolucdo comeca com a abordagem conceitual e literal. No caso da viga
simplesmente apoiada, 0 momento fletor no meio do véo da viga (no local da dobradica plastica) é dado
pela Eq. (20):

M, =—. (20)
Assim, a carga na qual o rendimento ocorre primeiro é expressa pela Eq. (21):

M

Yy
Py =4—=. (21)

A carga de colapso ocorre quando o0 momento fletor critico no meio do vao atinge a capacidade de
momento pléastico, que é representada pela Eq. (22):

PP=4MPL. (22)

A relagéo entre colapso e carga de rendimento produz Eq. (23):

PpPy=4MpL4MyL=MpMy=fs . (23)
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Portanto, para uma estrutura isostatica, na qual seus membros estruturais ttm a mesma se¢ado
transversal (forma e dimensdes), a razdo entre a carga de colapso e a primeira carga de escoamento é
simplesmente o fator de forma da segdo transversal do membro.f;

A segunda parte da resolucéo refere-se a substituicdo dos dados de entrada numeérica para obter a
saida numeérica. A partir deste ponto, o calculo é realizado com base nos dados de entrada da Guia 1.

O modulo de seccdo eléstica, Z, no caso de uma seccdo transversal rectangular, € obtido pela Eq.
(24):

7e=26=26=8437,53. bh25x 45mm (24)

A partir dai, aplicando-se a Eq. (5), o valor do momento fletor do escoamento é obtido pela Eq. (25):

My=ye=550 x 8437,5=4.640.625 N mm .cZ (25)
O modulo de secgdo plastica é expresso por Eq. (26):
Zp=24=24=12656,253. bh25x 45mm (24)
Aplicando-se a Eg. (17), obtém-se 0 momento fletor plastico pela Eq. (27):

Mp=yp=550 x 8437,5=6.960.937,5 N mm .cZ 27)

De acordo com a Eq. (21), a carga maxima que pode ser aplicada para atingir o limite de escoamento
é calculada na Eq. (28):

Py=4MyL =44.640,6251500=12.375 N . (28)

De acordo com a Eq. (22), a carga plastica maxima antes da falha é calculada na Eq. (29):

Pp=4MpL=46.960.937,51500=18.562,5 N . (29)

Apenas para fins de conferéncia, a Eq. (18) pode ser usada para obter o célculo do fator de forma
(Eq. (30)),

fs=PpPy=18.562,512,375=1,5 , (30)

como esperado.



4 CONCLUSOES

Este trabalho retomou os conceitos de capacidades de momento fletor eléstico e plastico de vigas
Timoshenko-Ehrenfest. A formulacdo baseia-se simultaneamente nos conceitos da teoria da plasticidade e
em uma viga transversal retangular de Timoshenko-Ehrenfest. O modelo do material foi simplificado para
o elastico-perfeitamente plastico. As distribuicdes de tensdes e as dobradigas plasticas formadas foram
associadas para apresentar o mecanismo estrutural que provoca a ruptura em uma viga.

Uma viga simplesmente suportada foi modelada em termos da formulacéo apresentada e calculada
para os dados de entrada fornecidos. O fator de forma da secéo transversal retangular foi confirmado através
dos célculos do exemplo resolvido.

Com base nos conceitos e teoria apresentados neste trabalho, um sistema estrutural pode ser
analisado em termos de um estado limite superior, permitindo ao projetista aumentar a capacidade de uma

estrutura composta por elementos de viga.
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